
كتاب شب امتحان هندسه (۳) دوازدهم از ۴ قسمت اصلی به صورت زير تشكيل شده است:
۱) آزمون های نوبت اول: آزمون های شمارۀ ۱ تا ۴ اين كتاب مربوط به مباحث نوبت اول است كه خودش به دو قسمت تقسيم می شود:

الف) آزمون های طبقه بندی شده: آزمون های شمارۀ ۱ و ۲ را فصل به فصل طبقه بندی كرده ايم. بنابراين شما به راحتی می توانيد پس از خواندن هر 
فصل از درس نامه تعدادی سؤال را بررسی كنيد. حواستان باشد اين آزمون ها، ۲۰ نمره ای و مثل يک آزمون كامل هستند. در كنار سؤال های اين آزمون ها 

نکات مشاوره ای نوشته ايم. اين نكات به شما در درس خواندن قبل از امتحان و پاسخگويی به آزمون در زمان امتحان كمک می كند.
ب) آزمون های طبقه بندی نشده: آزمون های شمارۀ ۳ و ۴ را طبقه بندی نكرده ايم تا دو آزمون نوبت اول، مشابه آزمونی كه معلمتان از شما خواهد گرفت، ببينيد. 
۲) آزمون های نوبت دوم: آزمون های شمارۀ ۵ تا ۱۲ از كل كتاب و مطابق امتحان پايان سال طرح شده اند. اين قسمت هم، خودش به ۲ بخش تقسيم می شود:

الف) آزمون های طبقه بندی شده: آزمون های شمارۀ ۵ تا ۸ را كه به ترتيب امتحان های نهايی خرداد ۱۴۰۰، شهريور ۱۴۰۰, دی ۱۴۰۰ و دی ۱۴۰۱ است، 
طبقه بندی كرده ايم. با اين كار باز هم می توانيد پس از خواندن هر فصل تعدادی سؤال مرتبط را پاسخ دهيد. هر كدام از اين آزمون ها هم، ۲۰ نمره دارند در 

واقع در اين بخش، شما ۴ آزمون كامل را می بينيد. اين آزمون ها هم نکات مشاوره ای دارند.
ب) آزمون های طبقه بندی نشده: آزمون های شمارۀ ۹ تا ۱۲ را طبقه بندی نكرده ايم؛ پس، در اين بخش با ۴ آزمون نوبت دوم، مشابهِ آزمون پايان سال 

مواجه خواهيد شد. اين آزمون  ها به ترتيب امتحان های نهايی خرداد ۱۴۰۱، خرداد ۱۴۰۲، شهريور ۱۴۰۱ و شهريور ۱۴۰۲ است.
۳) پاسخ نامۀ تشريحی آزمون ها: در پاسخ تشريحی آزمون ها تمام آن چه را كه شما بايد در امتحان بنويسيد تا نمرۀ كامل كسب كنيد، برايتان نوشته ايم.

۴) درس نامۀ كامل شب امتحانی: اين قسمت برگ برندۀ شما نسبت به كسانی است كه اين كتاب را نمی خوانند در اين قسمت تمام آن چه را كه شما 
برای گرفتن نمرۀ عالی در امتحان هندسه (۳) نياز داريد، تنها در ۱۵ صفحه آورده ايم، بخوانيد و لذتش را ببريد! 

يک راهکار: موقع امتحان های نوبت اول می توانيد از سؤال های فصل های اول و دوم آزمون های ۵ تا ۸ هم استفاده كنيد.

كتاب شب امتحان هندسه (۳) دوازدهم از ۴ قسمت اصلی به صورت زير تشكيل شده است:
۱) آزمون های نوبت اول: آزمون های شمارۀ ۱ تا ۴ اين كتاب مربوط به مباحث نوبت اول است كه خودش به دو قسمت تقسيم می شود:

الف) آزمون های طبقه بندی شده: آزمون های شمارۀ ۱ و ۲ را فصل به فصل طبقه بندی كرده ايم. بنابراين شما به راحتی می توانيد پس از خواندن هر 
فصل از درس نامه تعدادی سؤال را بررسی كنيد. حواستان باشد اين آزمون ها، ۲۰ نمره ای و مثل يک آزمون كامل هستند. در كنار سؤال های اين آزمون ها 

نکات مشاوره ای نوشته ايم. اين نكات به شما در درس خواندن قبل از امتحان و پاسخگويی به آزمون در زمان امتحان كمک می كند.
۳آزمون های شمارۀ ۳آزمون های شمارۀ ۳ و ۴ را طبقه بندی نكرده ايم تا دو آزمون نوبت اول، مشابه آزمونی كه معلمتان از شما خواهد گرفت، ببينيد.  ب) آزمون های طبقه بندی نشده:
۲) آزمون های نوبت دوم: آزمون های شمارۀ ۵ تا ۱۲ از كل كتاب و مطابق امتحان پايان سال طرح شده اند. اين قسمت هم، خودش به ۲ بخش تقسيم می شود:

۸ تا ۸ تا ۸ را كه به ترتيب امتحان های نهايی خرداد ۱۴۰۰، شهريور ۱۴۰۰, دی ۱۴۰۰ و دی ۱۴۰۱ است،  الف) آزمون های طبقه بندی شده: آزمون های شمارۀ ۵
طبقه بندی كرده ايم. با اين كار باز هم می توانيد پس از خواندن هر فصل تعدادی سؤال مرتبط را پاسخ دهيد. هر كدام از اين آزمون ها هم، ۲۰ نمره دارند در 

نکات مشاوره ای آزمون كامل را می بينيد. اين آزمون ها هم نکات مشاوره ای آزمون كامل را می بينيد. اين آزمون ها هم نکات مشاوره ای دارند. واقع در اين بخش، شما ۴
ب) آزمون های طبقه بندی نشده: آزمون های شمارۀ ۹ تا ۱۲ را طبقه بندی نكرده ايم؛ پس، در اين بخش با ۴ آزمون نوبت دوم، مشابهِ آزمون پايان سال 

مواجه خواهيد شد. اين آزمون  ها به ترتيب امتحان های نهايی خرداد ۱۴۰۱، خرداد ۱۴۰۲، شهريور ۱۴۰۱ و شهريور ۱۴۰۲ است.
در پاسخ تشريحی آزمون ها تمام آن چه را كه شما بايد در امتحان بنويسيد تا نمرۀ كامل كسب كنيد، برايتان نوشته ايم.) پاسخ نامۀ تشريحی آزمون ها: در پاسخ تشريحی آزمون ها تمام آن چه را كه شما بايد در امتحان بنويسيد تا نمرۀ كامل كسب كنيد، برايتان نوشته ايم.) پاسخ نامۀ تشريحی آزمون ها: در پاسخ تشريحی آزمون ها تمام آن چه را كه شما بايد در امتحان بنويسيد تا نمرۀ كامل كسب كنيد، برايتان نوشته ايم. ۳

۴) درس نامۀ كامل شب امتحانی: اين قسمت برگ برندۀ شما نسبت به كسانی است كه اين كتاب را نمی خوانند در اين قسمت تمام آن چه را كه شما 
برای گرفتن نمرۀ عالی در امتحان هندسه (۳) نياز داريد، تنها در ۱۵ صفحه آورده ايم، بخوانيد و لذتش را ببريد! 

يک راهکار: موقع امتحان های نوبت اول می توانيد از سؤال های فصل های اول و دوم آزمون های ۵ تا ۸ هم استفاده كنيد.

صفحۀ صفحۀ      
پاسخ نامه آزمون  نوبت     

۲۱  ۳ اول  (طبقه بندی شده)   آزمون شمارۀ ۱ 

۲۲  ۴ اول  (طبقه بندی شده)  آزمون شمارۀ ۲ 

۲۴  ۵ اول  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۳ 

۲۵  ۶ اول  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۴ 

٢٧  ٧ دوم  (طبقه بندی شده)  آزمون شمارۀ ۵  نهايی خرداد 1400  

٢٨  ٩ دوم  آزمون شمارۀ ۶   نهايی شهريور 1400  (طبقه بندی شده) 

٢٩  ١١ دوم  (طبقه بندی شده)  آزمون شمارۀ ۷   نهايی دی 1400  

۳۰  ۱۳ دوم  (طبقه بندی شده)  آزمون شمارۀ ۸  نهايی دی 1401  

۳۲  ۱۴ دوم  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۹  نهايی خرداد 1401  

۳۳  ۱۶ دوم  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۱۰ نهايی خرداد 1402  

۳۵  ۱۸ دوم  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۱۱  نهايی شهريور 1401 

۳۶  ۲۰ دوم  آزمون شمارۀ ۱۲  نهايی شهريور 1402  (طبقه بندی نشده) 

٣٨ درس نامۀ توپ برای شب امتحان    

شهريور و دینوبت دومنوبت اولشماره فصل 

١٠٤٦فصل اول

فصل دوم
١٠٣تا صفحۀ ٤٦

٨
٥-بعد از صفحۀ ٤٦

٨٦-فصل سوم
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نمرهنوبت اول پايۀ دوازدهمرديف

جای خالی را با عبارت مناسب پر كنيد.۱
. ( )A-- -- ==1 1 اگر A يک ماتريس مربعی وارون پذير باشد، آن گاه ...............

۰/۲۵

درستی يا نادرستی عبارت های زير را مشخص كنيد.۲
 .A B C A B A C´́ ++ == ´́ ++ ´́( ) C سه ماتريس مربعی و هم مرتبه باشند آن گاه B و  ، A الف) اگر

ب) اتحادهای جبری دربارۀ ماتريس ها برقرار هستند.

A وارون پذير است.  ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 3

4 6
پ) ماتريس

 . | | | | | | | |BA AB A B== == B دو ماتريس مربعی و هم مرتبه باشند، آن گاه A و ت) اگر

۱

a را به صورت آرايۀ مستطيلی بنويسيد. سپس مجموع درايه های ۳ i jij == ++2 3 A و aij== ´́[ ]3 3 ماتريس
روی قطر اصلی را بيابيد.

۱

۴.A A I O2
34 5-- -- == ، نشان دهيد: A ==

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2 2

2 1 2

2 2 1

۱/۵اگر

۵.AB O== B ولی O¹¹ A و  O¹¹ B مثال بزنيد كه A و 3 مانند 3´́ ۱/۵دو ماتريس

، آن گاه حاصل عبارت زير را بيابيد.۶ | |A == --2 2 باشد و 2´́ A يک ماتريس وارون پذير از مرتبۀ  اگر
| | | |A A4 1

4 3-- ++--  
۱

5 را به دست آوريد.۷ 1 1A B-- --++ ، حاصل عبارت B ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1

3 4
A و ==

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

1 3
۱/۲۵اگر

A را يک بار به روش ساروس و يک بار برحسب ستون اول محاسبه كنيد.۸ == --
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 5 7

2 1 3

4 5 2

۱/۵دترمينان ماتريس

 دارای بی شمار جواب باشد.۹
2 3 4

2

x y
ax y a

++ ==
-- ==

ìì
íí
îî

a را چنان بيابيد كه دستگاه ۱مقدار
y aîîîîî

جاهای خالی را با عبارت های مناسب پر كنيد.۱۰
الف) يک نقطه روی نيمساز زاويه است، اگر و تنها اگر ............... .

x معادلۀ يک دايره است اگر و تنها اگر ............... . y ax by c2 2
0++ ++ ++ ++ == ب) رابطۀ ضمنی

، آن گاه خط و دايره ............... . DD >> 0 پ) اگر در معادلۀ تقاطع خط و دايره داشته باشيم

۰/۷۵

P عمود بر محور رويۀ مخروطی طوری رسم شود كه از ۱۱ يک رويۀ مخروطی را در نظر بگيريد. اگر صفحۀ
رأس مخروط عبور نكند سطح مقطع حاصل چه شكلی است؟ شكل مناسب رسم كنيد.

۰/۷۵

مكان هندسی موردنظر را با رسم شكل مناسب مشخص كنيد.۱۲
1 واحد باشند.» L به فاصلۀ ثابت «مكان هندسی نقاطی از صفحه كه از خط

۰/۷۵

L واحد باشد. (در مورد تعداد جواب ها بحث كنيد.)۱۳ A به فاصلۀ d تعيين كنيد كه از نقطۀ A غيرواقع بر آن داده شده اند. نقطه ای روی خط d و نقطۀ ۱/۵خط

4 را رسم كنيد.۱۴ 1 2 1 1
2 2( ) ( )x y-- ++ ++ == الف) دايره به معادلۀ

ب) مساحت اين دايره چه قدر است؟
۱/۵

x را بيابيد.۱۵ y x y2 2
2 4 0++ ++ -- == ۱/۵به روش مربع كامل كردن، شعاع و مركز دايرۀ

2 مماس باشد.۱۶ 2 3 0
2 2x y x y++ -- ++ == y بر دايرۀ x a++ ==3 a را چنان بيابيد كه خط ۱/۵مقدار

xوضعيت دو دايرۀ روبه رو را  نسبت به هم بررسی كنيد.۱۷ y x y

x y x y

2 2

2 2

2 4 1 0

4 2 1 0

++ -- ++ -- ==

++ ++ ++ ++ ==

ìì
íí
ïï

îîïï
 

۱/۷۵

جمع نمرات موفق باشيد   ۲۰

با توجه به سطر و ستون بايد اعداد داخل ماتريس را مشخص کنی.

. I3 3´ يعنی I3  حواست باشه

دقت کن که بايد تمام درايه های ماتريس AB، صفر شوند.

دقت کن ضريب ۴ بيرون از دترمينان است ولی توان ۴ داخل دترمينان.

A-1 است. ضريب ۵ فقط برای

حواست باشه حاصل دترمينان از هر دو روش بايد يکسان شود.

بی شمار جواب برای دستگاه، يعنی منطبق بودن دو خط.

دقت کن که صفحۀ P از رأس مخروط نگذشته. 

خط L از طرفين نامحدود است.

برای محاسبۀ مساحت دايره فقط به شعاع نياز داری.

راه حل تشريحی لازمه نه استفاده از فرمول.

y2 دقت کن. x2 و به ضريب ۲ برای
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نمرهنوبت دوم پايۀ دوازدهم ـ نهايی خرداد ۱۴۰۱رديف

عبارت های زير را كامل كنيد.۱

m برابر با ............... است. r++  يک ماتريس همانی باشد، حاصل
r m --éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú
1

0 1
الف) اگر ماتريس

ب) اگر در بيضی خروج از مركز به عدد صفر نزديک شود كشيدگی بيضی كم تر شده و بيضی به ............... نزديک تر می شود.

x قرار دارد. y x y2 2
2 2 0++ -- ++ == )A در ............... دايره به معادلۀ , )1 2-- پ) نقطۀ

c در يک صفحه باشند، آن گاه حجم متوازی السطوح بناشده توسط سه بردار برابر ............... است.  و


b ، a ت) اگر سه بردار

۱

درستی و نادرستی عبارات زير را مشخص كنيد. سپس شكل صحيح عبارت نادرست را بنويسيد.۲

| است. |2 40A == | باشد، آن گاه |A == 5 3 و 3´́ الف) اگر A يک ماتريس

ب) اگر صفحۀ P به گونه ای باشد كه هر دو تكۀ بالايی و پايينی سطح مخروطی را قطع كند و شامل محور نباشد، در اين صورت فصل مشترک صفحۀ P و سطح 

مخروطی يک هذلولی است.

FMFÆ باشد، آن گاه اندازۀ زاويۀ ¢¢ == 50
 پ) در شكل روبه رو اگر خط d در نقطۀ M بر بيضی مماس باشد، زاويۀ

aa است. bb== == 60


 است.
 

i j o´́ == ، حاصل ضرب خارجی


j  و


i ت) برای دو بردار واحد

۱/۵

A ماتريس قطری باشد.۳ B´́ ، مقادير a و b را طوری به دست آوريد كه B ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

3 2
A و

a
b

==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

4

1
اگر

۱

B باشد،۴ == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù
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2 1 0

1 3 2

2 0 5

a و
i j i j
j i j

i j
ij ==

++ ==
>>
<<

ìì

íí
ïï

îî
ïï0

A كه aij== ´́[ ]3 3 ماتريس A مربعی مرتبۀ سه به صورت

الف) ماتريس A را به صورت آرايش مستطيلی بنويسيد.

ب) دترمينان ماتريس B را محاسبه كنيد.

۱/۲۵

 را با استفاده از ماتريس وارون حل كنيد.۵
2 4

7 4 15

x y
x y

++ ==
++ ==

ìì
íí
îî

دستگاه
۱/۲۵

۱/۵نقاط B ،A و C در صفحه مفروض اند. نقطه ای بيابيد كه از A و B به يک فاصله و از C به فاصلۀ ۳ سانتی متر باشد (بحث كنيد).۶

3 مماس باشد.۷ 4 3 0x y-- ++ == )O و بر خط , )1 1-- ۱معادلۀ دايره ای را بنويسيد كه مركز آن نقطۀ

در يک بيضی افقی به مركز مبدأ مختصات طول قطرها برابر ۱۰ و ۶ است،۸

الف) خروج از مركز بيضی را بيابيد.

) را به دست آوريد. , )¢¢B B ) و دو سر قطر كوچک , )¢¢A A ، مختصات دو سر قطر بزرگ ( , )¢¢F F ب) مختصات كانون ها

پ) بيضی را روی محور مختصات رسم كنيد.

۱/۵

y را بيابيد.۹ y x2
2 8 9 0-- -- ++ == الف ) معادلۀ متعارف و فاصلۀ كانونی سهمی به معادلۀ
ب) مختصات رأس، كانون و معادلۀ خط هادی سهمی را به دست آوريد.

۱/۵

در شكل روبه رو سهمی با رأس A و كانون F و خط هادی d رسم شده است، از كانون F به نقطۀ دلخواه M روی سهمی ۱۰
وصل كرده و امتداد داده ايم تا خط d را در N قطع كند و از نقطۀ MT ،M را بر d عمود كرده ايم.

  FNFA
NT
TH== 2 ثابت كنيد:

۱/۲۵



۱۵

kheilisabz.comمدت آزمون: ۱۳۵ دقيقهرشته: رياضی و فيزيکهندسه (۳)

نمرهنوبت دوم پايۀ دوازدهم ـ نهايی خرداد ۱۴۰۱رديف

x را رسم كنيد.۱۱ y2 2££ ££ ۰/۵شكل كلی (نمودار) مربوط به رابطۀ

با توجه به شكل، به سؤالات زير پاسخ دهيد.۱۲
الف) نام وجه از شكل كه معادلۀ آن به صورت زير مشخص شده را بنويسيد.

 x y z== ££ ££ ££ ££2 0 4 0 3, ,   
ب) معادلات مربوط به پاره خط (يال) AD را بنويسيد.

پ) مختصات نقطۀ D را بنويسيد.
ت) معادلۀ صفحه ای را بنويسيد كه موازی با صفحۀ xOz باشد و مكعب مستطيل را نصف كند.

۱/۵

c را در نظر بگيريد.۱۳ == ( , , )0 2 1  و
  

b i k== ++  و
  

a i j k== ++ --2 3 سه بردار

cosqq را بيابيد. qq باشد،  برابر با


b a و الف) زاويۀ بين دو بردار

 را به دست آوريد.


b c-- a بر ب) تصوير قائم بردار

۱/۷۵

| را محاسبه كنيد.۱۴ |2


a b´́ | و زاويۀ بين آن ها ۳۰ درجه است، مقدار عبارت |


b == 4 | و |a == 6  مفروض اند به طوری كه


b a و ۱دو بردار

C سه رأس مثلث ABC باشند، مساحت مثلث ABC را با استفاده از ضرب خارجی بردارها به دست آوريد.۱۵ == --( , , )1 1 0 B و == ( , , )3 1 4 ،A == --( , , )2 1 3 ۱/۵اگر

۱۶. 


a b. == 0  بر هم عمودند اگر و فقط اگر


b a و  ثابت كنيد دو بردار


b a و ۱برای دو بردار غير صفر

جمع نمرات موفق باشيد   ۲۰
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الف(‌درست؛‌خاصیت‌توزیع‌پذیری‌در‌ماتریس‌ها‌برقرار‌است.- 2

ب(‌نادرست؛‌زیرا‌ضرب‌ماتریس‌ها‌خاصیت‌جابه‌جایی‌ندارد.‌در‌نتیجه‌اتحاد‌های‌جبری‌
برقرار‌نیستند.

‌ A .‌می‌دانیم‌شرط‌وارون‌پذیری‌ماتریس‌مربعی | |A = - =12 12 0 پ(‌نادرست؛‌زیرا
‌باشد. | |A ¹ آن‌است‌که0

ت(‌درست؛‌دترمینان‌روی‌ضرب‌ماتریس‌های‌مربعی‌هم‌مرتبه‌باز‌می‌شود.
3 -.1 3£ £i j, ‌شمارۀ‌ستون‌است. j ‌شمارۀ‌سطر‌و i
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اگر‌عملیات‌تفریق‌را‌روی‌درایه‌های‌نظیر‌به‌نظیر‌انجام‌دهیم،‌آن‌گاه‌داریم:
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غیرصفر ماتریس‌ دو‌ برای‌

حاصل‌ضرب‌ABرا‌تشکیل‌می‌دهیم:
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یعنی‌ممکن‌است‌حاصل‌ضرب‌دو‌ماتریس‌غیرصفر،‌ماتریس‌صفر‌بشود.
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A
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ساروس:- 8
| |A = -

-
-

1 5 7

2 1 3

4 5 2

1 5

2 1

4 5

‌

= + + + - - + - = - - = + =( ) ( ) ( )2 60 70 28 15 20 132 33 132 33 165 ‌
بسط‌ستون‌اول:

| | ( ) ( ) ( )A = ´ -
-

-
+ ´ -

-
+ ´ -

-
+ + +

1 1
1 3

5 2
2 1

5 7

5 2
4 1

5 7

1 3

1 1 2 1 3 1 ‌

= - - - - + + = - + + =1 2 15 2 10 35 4 15 7 13 90 88 165( ) ( ) ( ) ‌
برای‌این‌که‌دستگاه‌بی‌شمار‌جواب‌داشته‌باشد،‌باید‌نسبت‌ضرایب‌با‌هم‌برابر‌باشند‌- 9

2 3

1

4

2a a
=

-
=

���
یعنی:‌

3 2
2

3
a a= - Þ = - از‌حل‌تناسب‌اول‌داریم:‌

،‌هر‌سه‌کسر‌با‌هم‌برابرند. a = - 2

3
با‌جای‌گذاری

2

2

3

3

1

4

2
2

3

3 3 3

-
=

-
=

-
Þ - = - = -

( )
‌

بین‌ اگر‌تساوی‌ )توجه‌کنید‌ دارد.‌ ‌دستگاه‌بی‌شمار‌جواب‌ a = - 2

3
ازای به‌ بنابراین‌

کسرها‌برقرار‌نمی‌شد،‌آن‌گاه‌دستگاه‌به‌ازای‌هیچ‌مقدار‌a،‌دارای‌بی‌شمار‌جواب‌نبود.(
الف(‌از‌دو‌ضلع‌زاویه‌به‌یک‌فاصله‌باشد.- 10

a b c2 2
4+ > ب(

پ(‌در‌دو‌نقطه‌متقاطع‌اند.
دایره‌‌- 11

واحد- 12 فاصلهء‌1 به‌ و‌ ‌ L خط با‌ موازی‌ خط‌ دو‌
‌هستند. L از‌آن،‌که‌در‌دو‌طرف‌خط
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‌باشد‌دایره‌ای‌به‌- 13 L ‌به‌فاصلهء‌معلوم A مکان‌هندسی‌نقاطی‌از‌صفحه‌که‌از‌نقطهء
‌را‌در‌دو‌نقطه‌قطع‌کند،‌آن‌دو‌نقطه،‌ d ‌است.‌اگر‌این‌دایره‌خط L ‌و‌شعاع A مرکز
‌مماس‌ d نقطه‌های‌مطلوب‌هستند‌و‌مسئله‌دارای‌دو‌جواب‌است.‌اگر‌این‌دایره‌بر‌خط
باشد،‌نقطهء‌تماس،‌نقطهء‌مطلوب‌است‌و‌مسئله‌دارای‌یک‌جواب‌است.‌اگر‌این‌دایره،‌

‌را‌قطع‌نکند،‌مسئله‌دارای‌جواب‌نیست. d خط

‌فاکتور‌می‌گیریم:- 14 yالف(‌ابتدا‌معادلهء‌دایره‌را‌استاندارد‌می‌کنیم،‌در‌پرانتز‌دوم‌از‌ضریب

4 1 4
1

2
1 1

1

2

1

4

2 2 4 2 2( ) ( ) ( ) ( )x y x y- + + = ¾ ®¾ - + + =¸ ‌

ریشهء‌داخل‌پرانتزها،‌مرکز‌دایره‌را‌تشکیل‌می‌دهند‌و‌جذر‌
مقدار‌ثابت،‌همان‌شعاع‌دایره‌خواهد‌بود.‌

O R( , ) ,1
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2

1

4

1

2
- = = ‌

S R½oÄHj = = =p p p2 21

2 4
( ) ب(‌‌

xها‌را‌کنار‌هم‌و‌yها‌را‌کنار‌هم‌قرار‌می‌دهیم.‌سپس‌هر‌پرانتز‌را‌مربع‌کامل‌می‌کنیم:- 15

( ) ( ) ( ) (x x y y x x y y2 2 2 2
2 4 0 2 1 1 4 4+ + - = Þ + + - + - +

jIdUH jIdUH
� �� �� � �� �� -- =4 0) ‌

Þ + - + - - = Þ + + - =( ) ( ) ( ) ( )x y x y1 1 2 4 0 1 2 5
2 2 2 2 ‌

ریشهء‌داخل‌پرانتز‌ها‌مرکز‌و‌جذر‌مقدار‌ثابت،‌شعاع‌دایره‌است.
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y y
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برای‌این‌که‌خط‌بر‌دایره‌مماس‌شود،‌باید‌فاصلهء‌خط‌تا‌- 16
.OH R= مرکز‌دایره‌برابر‌شعاع‌دایره‌باشد،‌یعنی
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ابتدا‌باید‌مرکز‌و‌شعاع‌دو‌دایره‌را‌مشخص‌کنیم.‌در‌دایرۀ‌اول:- 17
x y x y2 2

2 4 1 0+ - + - = ‌
‌مرکز‌را‌تشکیل‌می‌دهند: y ‌و‌ضریب x قرینهء‌نصف‌ضریب
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4 16 4 6 هم‌چنین‌شعاع‌دایرۀ‌اول‌برابر‌است‌با:‌
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‌را‌محاسبه‌می‌کنیم: OO¢ اکنون‌طول‌پاره‌خط

OO¢ = + + - + =( ) ( )1 2 2 1 10
2 2 ‌

دو‌ پس‌ است‌ ‌ (| | )R R OO R R OO- ¢ < ¢ < + ¢ - < ¢ < +6 2 2 6
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

چون
دایره‌متقاطع‌اند.

با‌- 1 ‌ ( )n A ستون‌های تعداد‌ که‌ می‌شود‌ تعریف‌ زمانی‌ ‌A B´ حاصل‌ضرب الف(‌
‌Aاز‌حذف‌این‌مقدار‌مساوی‌حاصل‌ B´ ‌برابر‌باشد‌و‌مرتبهء ( )2 B تعداد‌سطرهای

‌است.‌ 3 4´ ‌Aبرابر B´ ‌و‌مرتبهء n = 2 می‌شود؛‌در‌نتیجه‌
| | sin cosA = + =2 2
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‌پس‌سهمی‌افقی‌و‌دهانهء‌ a >0 چون
آن‌رو‌به‌راست‌باز‌می‌شود.
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يک  ستون  و  سطر  تعدادی  شامل  حقيقی،  اعداد  از  مستطيلی  آرايش  هر   
ماتريس  آن  درايۀ  را  ماتريس  هر  در  واقع  حقيقی  عدد  هر  می شود.  ناميده  ماتريس 
می ناميم. معمولاً ماتريس ها را با حروف بزرگ مانند C ،B ،A و ... نشان می دهيم. مثلاً:
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 Am n´ تعريف مرتبۀ ماتريس: اگر ماتريسی مانند A دارای m سطر و n ستون باشد، می نويسيم
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m است». مثلاً ماتريس n´ و می خوانيم «A ماتريسی از مرتبۀ

3 است. 2´ يک ماتريس ۳ سطری و ۲ ستونی است، بنابراين مرتبه اش

ها درايۀ واقع در  aij A است، كه aij m n= ´[ ]  نمايش كلی ماتريس A به صورت

سطر i و ستون j هستند. m تعداد سطرها و n تعداد ستون ها می باشد.
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A را با درايه هايش بنويسيد.
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a11 2 1 1 1= - =( ) i پس:  j= =1 1, برای درايۀa11 داريم:
a12 2 1 2 0= - =( ) i پس:  j= =1 2, a12 داريم: برای درايۀ
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در نتيجه ماتريس A به صورت مقابل است:  
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 ماتريس سطری: ماتريسی كه فقط يک سطر داشته باشد. مانند 
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 ماتريس ستونی: ماتريسی كه فقط يک ستون داشته باشد. مانند

 ماتريس مربعی: ماتريسی كه تعداد سطرهای آن با تعداد ستون های آن برابر باشد را ماتريس 
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می ناميم. مانند: ( )n n´  n مربعی مرتبۀ

دارند  برابر  ستون  و  سطر  شمارۀ  كه  درايه هايی  مربعی،  ماتريس های  در   
) را درايه های قطر اصلی ماتريس می ناميم. مثلاً در ماتريس های  ,a , , )
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a a
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مربعی بالا، به ترتيب قطرهای اصلی

 ماتريس قطری: ماتريس مربعی كه تمام درايه های خارج قطر اصلی آن صفر باشند 
(درايه های روی قطر اصلی دلخواه هستند) را ماتريس قطری می ناميم. مانند:

A =
é

ë
ê

ù

û
ú

´

1 0

0 0
2 2

 A =
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

´

2 0 0

0 1 0

0 0 2
3 3

 

 ماتريس اسکالر: ماتريس قطری كه درايه های روی قطر اصلی آن با هم برابر باشند 
را ماتريس اسكالر می ناميم. مانند:
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 در حالت خاص اگر درايه های روی قطر اصلی همه برابر ۱ باشند، آن ماتريس 
را همانی ناميده و با I نشان می دهند.
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 ماتريس صفر: ماتريسی كه تمام درايه های آن صفر باشد را ماتريس صفر می ناميم و 
O نشان می دهيم. مانند: با
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هرگاه  می گوييم،  مساوی  را   B bij m n= ´[ ] و  A aij m n= ´[ ] هم مرتبۀ ماتريس  دو 

باشد. a bij ij= ،i و j درايه های نظيربه نظير با هم برابر باشند، يعنی برای هر
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نظيربه نظير با هم جمع يا تفريق می كنيم. مانند:
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در   r عدد  حاصل ضرب  می گيريم.  نظر  در  را   A aij m n= ´[ ] ماتريس و   r حقيقی  عدد 

rA نمايش می دهيم كه r در همۀ درايه های ماتريس A ضرب می شود. ماتريس A را با نماد

rA r aij m n ij m n= =´ ´[ ] [ra ]  

به  را   2 3A B++ ماتريس  باشد،   B ==
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1 1
و  A ==
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اگر  

دست آوريد.
 عدد ۲ را در تمام درايه های ماتريس A و عدد ۳ را در تمام درايه های ماتريس 

B ضرب می كنيم.
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Am، آن گاه قرينۀ ماتريس A، از ضرب عدد1- در ماتريس  n´ قرينۀ يک ماتريس: اگر
A- نمايش می دهيم. A به وجود می آيد و آن را با

.A A O+ - =( ) توجه شود كه
 به كمک قرينۀ يک ماتريس می توان تفاضل دو ماتريس را به صورت زير تعريف 
A B A B- = + -( ) كرد: 

s دو عدد حقيقی  r و  بوده،   m n´ C سه ماتريس هم مرتبۀ B و  A و  فرض كنيد 
باشند، آن گاه:

 A B B A+ = + (خاصيت جابه جايی) 
 A B C A B C+ + = + +( ) ( ) (خاصيت شركت پذيری)  

 A O O A A+ = + = (عضو خنثی جمع) 
 A A A A O+ - = - + =( ) ( ) (عضو قرينه) 
 r A B rA rB( )± = ±   (r )± = ±s A rA sA  

 A B rA rB= Þ =   
rA rB
r

A B
=

¹
ì
í
î

Þ =
0

 

اثبات خاصيت های (۵) و (۶):
.B bij m n= ´[ ] A و  aij m n= ´[ ] اثبات (۵): فرض می كنيم 

r A B a b a b a bij ij ij ij ij ij( ) r([ ] [ ]) r([ ]) [r( )]± = ± = ± = ±  

= ± = ± = ± = ±[r ] [r ] [ ] [ ] [ ]a rb a rb r a r b rA rBij ij ij ij ij ij  

.A aij= [ ] اثبات (۶): فرض می كنيم 

(r ) (r )[ ] [(r ) ] [r ] [r ] [ ]± = ± = ± = ± = ±s A s a s a a sa a saij ij ij ij ij ij  

= ± = ±r[ ] [ ] ra s a A sAij ij  

B را در نظر می گيريم. حاصل ضرب A در  bij n p= ´[ ] Aو aij m n= ´[ ] دو ماتريس
B، يعنی AB زمانی تعريف می شود كه تعداد ستون های A با تعداد سطرهای B برابر 
m است. نكتۀ مهم اين كه، برای پيداكردن  p´ باشد (n). آن گاه ماتريس AB از مرتبۀ
را   A ماتريس  iام  سطر  درايه های  بايد   ،AB حاصل ضرب   j ستون  و   i سطر  درايۀ 
نظيربه نظير در درايه های نظيرش در ستون jام ماتريس B ضرب كنيم، سپس حاصل 

آن ها را با هم جمع كنيم.

B ، ماتريس BA را محاسبه كنيد. ==
--
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A و  ==
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 اگر 

با تعداد سطرهای A (۳تا) برابر است، پس ضرب   تعداد ستون های B (۳تا) 
BA تعريف شده است. برای محاسبۀ ماتريس BA، بايد درايه های هر سطر B را در  

درايه های متناظرش در هر ستون A ضرب كنيم:
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مثلاً درايۀ سطر اول و ستون اول BA به صورت زير محاسبه شده است:
 1 1 0 2 2 3 7´ + ´ + ´ =  
 توجه شود كه در مثال بالا ماتريس AB تعريف نمی شود. زيرا تعداد ستون های 

A (۳تا) با تعداد سطرهای B (۲تا) برابر نيست.

A B B A´ ¹ ´  ضرب ماتريس ها در حالت كلی خاصيت جابه جايی ندارد. يعنی: 

(با شرط  I (همانی) در هر ماتريس مربعی دلخواه  ماتريس  اما در حالت خاص ضرب 
A I I A A´ = ´ = هم مرتبه بودن با I) خاصيت جابه جايی دارد، يعنی:  

، در عمليات ضرب ماتريس ها عضو خنثی است. I در واقع ماتريس همانی

A B C A B A C´ ± = ´ ± ´( )  ضرب ماتريس ها خاصيت توزيع پذيری دارد. يعنی:  

A B C A B C´ ´ = ´ ´( ) ( )  ضرب ماتريس ها خاصيت شركت پذيری دارد. يعنی:  

 دقت كنيد كه هميشه بايد حواسمان باشد كه ضرب دو ماتريس تعريف شده باشد. 

AB، آن گاه نمی توان نتيجه گرفت O=  اگر A و B دو ماتريس ضرب پذير باشند و
B. به بيان ديگر می توان دو ماتريس ناصفر A و B يافت، به طوری  O= A يا O=

كه ضرب آن ها برابر ماتريس صفر شود.

مثال بزنيد كه ضرب آن ها ماتريس صفر شود. 2 2´́  دو ماتريس ناصفر

، آن گاه AB برابر است با: B =
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AB نمی توان  AC=  قانون حذف در ضرب ماتريس ها برقرار نيست، يعنی از تساوی
. B C= نتيجه گرفت

؛ C =
é

ë
ê

ù

û
ú

0 0

0 3
B و =

é

ë
ê

ù

û
ú

0 0

2 0
، A =

é

ë
ê

ù

û
ú

1 0

0 0
مثلاً اگر
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آن گاه

An اين است كه ماتريس A را n بار در   توان در ماتريس: منظور از ماتريس
خودش ضرب كنيم. طبيعی است ماتريسی قابل ضرب كردن در خودش است كه مربعی 

باشد. پس توان فقط برای ماتريس های مربعی تعريف می شود.
A A A

A A A A

2

3

= ´

= ´ ´


 

 اگر A يک ماتريس قطری باشد، برای محاسبۀ توان آن، كافی است درايه های 
روی قطر اصلی را به توان برسانيم. 
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A را بيابيد. A2 2-- A باشد، ماتريس ==
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A A A2
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A A2
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وجود)  صورت  (در   A ماتريس  وارون   ،A مانند  مربعی  ماتريس  هر  برای   
 A ِرا وارون B در اين صورت .AB BA I= = ماتريسی مانند B است، به طوری كه

AA A A I- -= =1 1 A-1 نشان می دهيم. بنابراين:  می ناميم و با
 وارون ماتريس A در صورت وجود منحصر به فرد است.

2 به صورت زير محاسبه می شود: 2´ وارون ماتريس

A
a b
c d

A
ad bc

d b
c a

ad bc=
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ú Þ =
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0,  

| نشان می دهيم. |A ad را دترمينان ماتريس A ناميده و با bc- مقدار
| |A ad bc= -  

2 است. 2´ توجه شود كه محاسبات بالا، فقط برای ماتريس های
| در محاسبۀA-1 در مخرج كسر ظاهر می شود، پس شرط  |A  مقدار

. | |A ¹0 وارون پذيری ماتريس A، آن است كه

A را در صورت وجود محاسبه كرده، سپس  ==
--
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1 3
 وارون ماتريس

پاسخ به دست آمده را امتحان كنيد.
| | ( )A = - - = ¹3 2 5 0  ابتدا دترمينان A را محاسبه می كنيم: 
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1 1
پس ماتريس A وارون پذير است.  

A وAA-1 برابر با ماتريس همانی I شود: A-1 برای امتحان كردن پاسخ بايد
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) را محاسبه كنيد.  )A-- --1 1 ماتريس A ==
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 اگر

 بايد از A دو بار وارون بگيريم. حدس ما اين است كه ماتريس اوليه حاصل شود.
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| |A- = - =1
4 3 1 A-1 را محاسبه می كنيم:    حال وارونِ
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( )A A- - =1 1 در نتيجه: 
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c d
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 در نظر می گيريم.
ax by e
cx dy f

+ =
+ =

ì
í
î

يک دستگاه دو معادله دو مجهول به صورت: 

فرمِ ماتريسی دستگاه به صورت زير است:

a b
c d
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 A = نماد ماتريس ضرايب  
X = نماد ماتريس مجهولات  
B = نماد ماتريس جواب  
Þ =AX B  

برای حل يک دستگاه دو معادله دو مجهول به روش ماتريس وارون، ابتدا فرم ماتريسی 
AX B= دستگاه را می نويسيم:

سپس اگر A وارون پذير باشد، وارونِ A را از سمت چپ در B ضرب می كنيم:

X A B= -1  

 را به روش ماتريس وارون حل كنيد.
2 3

3 1

x y
x y

++ == --
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îî

 دستگاه
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ماتريس ضرايب   
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ماتريس جواب  
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AX B X A B فرم ماتريسی دستگاه:  

| |A = - =6 1 5 بنابراين بايد وارون A را محاسبه كنيم:  
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X A B= =
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يک دستگاه دو معادله دو مجهول، از دو معادله تشكيل می شود، هر معادله يک خط 
كه سه حالت  است  دو خط  اين  نسبی  بررسی وضعيت  از حل دستگاه،  منظور  است. 

خواهد داشت: موازی، منطبق و متقاطع.

 را در نظر می گيريم:
ax by c
a x b y c

+ =
¢ + ¢ = ¢

ì
í
î

دستگاه

خط  دو  آن گاه  باشد،   aa
b
b¢ ¹ ¢ اگر  

متقاطع اند و دستگاه يک جواب دارد كه  مختصات 
همان نقطۀ تقاطع دو خط است.

دو  آن گاه  باشد،   aa
b
b

c
c¢ = ¢ ¹ ¢ اگر  

خط با هم موازی اند و دستگاه فاقد جواب است.

a باشد، آن گاه دو خط 
a

b
b

c
c¢

=
¢
=

¢
   اگر

بر هم منطبق اند و دستگاه بی شمار جواب دارد.
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A را در نظر می گيريم. دترمينان اين ماتريس برحسب 
a a a
a a a
a a a
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

ماتريس

سطر اول به صورت زير تعريف می شود:

 | | ( ) ( )A a
a a
a a

a
a a
a a

= ´ - ´ + ´ - ´+ +
11

1 1 22 22

32 33

12

1 2 21 23

31 33

1 1  

 + ´ - ´+a
a a
a a13

1 3 21 22

31 32

1( )  

را در  آن  ) ضرب كرده و سپس  )- +1 1 j را در  a j1 مانند اول  از سطر  درايه  يعنی هر 
از حذف سطر و ستونی كه درايه روی آن قرار دارد،  2 حاصل  2´ دترمينان ماتريس

ضرب می كنيم. حال اگر بخواهيم دترمينان را برحسب ستون سوم پيدا كنيم، داريم:

 | | ( ) ( )A a
a a
a a

a
a a
a a

= ´ - ´ + ´ - ´+ +
13

1 3 21 22

31 32

23

2 3 11 12

31 32

1 1  

 + ´ - +a
a a
a a33

3 3 11 12

21 22

1( )  

توجه داشته باشيم كه در محاسبۀ دترمينان برحسب سطر يا ستون دلخواه، حتماً بايد 
به جواب يكسان برسيم.

 دترمينان ماتريس مثال قبل را يک بار با سطر اول و يک بار ستون سوم 
مجدداً محاسبه كنيد.

1 برحسب سطر اول: 2 1
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= - - - + - + = - - - = -1 2 3 2 0 3 1 0 1 5 6 1 12( ) ( ) ( )  

1برحسب ستون سوم: 2 1
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= - + - + - - = - - - = -1 0 1 3 1 2 2 1 0 1 9 2 12( ) ( ) ( )  

قطر  روی  درايه های  حاصل ضرب  با  است  برابر  قطری  ماتريس های  دترمينان   
1اصلی. مثلاً: 0 0

0 1 0

0 0 2

1 1 2 2- = ´ - ´ = -( )  

| | | |kA k An= n باشد و k يک عدد حقيقی آن گاه:   n´  اگر A ماتريسی
 kA ضرب شده باشد، آن گاه دترمينان ماتريس A در ماتريس k به بيان فارسی: اگر عدد

.A در دترمينان ماتريس kn برابر است با ضرب عددِ

 اگر ماتريس ضرايب يک دستگاه دو معادله دو مجهول را تشكيل دهيم:
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a x b y c
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| باشد، آن گاه دستگاه يک جواب دارد (دو خط متقاطع اند). |A ¹0 اگر
| باشد، آن گاه دستگاه فاقد جواب است (دو خط موازی) يا دستگاه بی شمار  |A =0 اگر

جواب دارد (دو خط منطبق اند).

 دارای چند جواب است؟
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¹  كافی است نسبت ها را تشكيل دهيم:  

حالت موازی بودن رخ می دهد، پس دستگاه فاقد جواب است.
توجه شود كه در اين حالت دترمينان ماتريس ضرايب صفر است.
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 مقدار m را چنان تعيين كنيد كه دستگاه

به فرد داشته باشد.
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 كافی است: 

m باشد، دستگاه دارای جواب منحصر به فرد است. ¹ -3
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يعنی اگر
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 : 3 3´́  ماتريس
نظر  در  را  روبه رو   A3 3´ ماتريس اگر 
محاسبۀ  برای  روش  دو  آن گاه  بگيريم، 

دترمينان A وجود دارد:

در اين روش، ستون های اول و دوم را كنار ماتريس می نويسيم و دترمينان A برابر است 
بر قطر اصلی و دو قطر موازی آن، منهای  با مجموع حاصل ضرب های درايه های واقع 

مجموع حاصل ضرب های درايه های واقع بر قطر فرعی و دو قطر موازی آن.
 دترمينان ماتريس زير را به روش ساروس محاسبه كنيد.
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 ستون های اول و دوم را دوباره می نويسيم:
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4A را محاسبه كنيد. A3 دترمينان ماتريس 3´́ | و |A == 2  اگر
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 A باشد آن گاه دترمينان آن معكوس دترمينان   A ماتريس  وارون   A-1اگر  

| است. |A- =1 1

5
| باشد، آن گاه |A = 5 است. مثلاً اگر

| را بيابيد. |5
1A-- | باشد، آن گاه حاصل |A == --2 3 و 3´́  اگر A ماتريسی
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| را محاسبه كنيد. |A A آن گاه
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A در نقطۀ  تعريف رويۀ مخروطی: فرض كنيد دو خط d و
 را  متقاطع اند (غيرعمودند). سطح حاصل از دوران d حول
 را محور تقارن، A را رأس و  يک رويۀ مخروطی می ناميم.

خط d را مولد اين رويۀ مخروطی می ناميم.

 صفحۀ دلخواه P و رويۀ مخروطی می توانند حالت های زير را نسبت به هم داشته باشند 
كه در هر حالت به فصل مشترک صفحه و رويۀ مخروطی يک «مقطع مخروطی» می گوييم.

 صفحۀ P بر محورِ رويۀ مخروطی عمود و از A عبور نكند، 
آن گاه مقطع مخروطی حاصل، دايره است. 

A عبور  نقطۀ  از   P اگر صفحۀ  توجه شود كه درحالت (۱)، 
كند، آن گاه مقطع مخروطی حاصل، يک نقطه است.

نيز   d مولد  با  و  نباشد  عمود    محور بر   P صفحۀ  اگر   
كند،  قطع  را  مخروط  نيمۀ  دو  از  يكی  تنها  و  نباشد  موازی 

مقطع مخروطی حاصل، بيضی است.

 اگر صفحۀ P با مولد d موازی باشد و از رأس A نگذرد، 
با   P (اگر صفحۀ  داشت  اين صورت يک سهمی خواهيم  در 
همين شرايط از رأس A بگذرد، مقطع مخروطی حاصل يک 

خط است).

و  بالايی  تكۀ  دو  هر  كه  باشد  گونه ای  به   P صفحۀ  اگر   
 نباشد،  پايينی سطح مخروطی را قطع كند و شامل محور

در اين صورت مقطع مخروطی حاصل يک هذلولی است.

مكان هندسی، مجموعۀ نقاطی از صفحه (يا فضا) است كه همۀ آن ها يک ويژگی مشترک 
داشته باشند و هم چنين هر نقطه كه آن ويژگی را داشته باشد عضو اين مجموعه است.

 مكان هندسی نقاطی از صفحه كه از دو سر يک 
پاره خط به يک فاصله باشند، عمود منصف آن پاره خط است.
Û خط d عمودمنصف AB است. =AM BM  

 مكان هندسی نقاطی از صفحه كه از دو ضلع يک 
زاويه به يک فاصله باشند، نيمساز آن زاويه است.

خط d نيمساز A است.  Û = ¢MH MH  (d نقطۀ دلخواه روی خط M)  
از  فاصلۀ آن ها  از صفحه كه  نقاطی   مكان هندسی 
يک نقطۀ ثابت، برابر مقدار ثابتی باشد يک دايره خواهد بود. 
نقطه ثابت، مركز دايره O و مقدار ثابت (R)، شعاع دايره است.
M روی دايره OM RÛ =   
 مكان هندسی نقاطی از صفحه كه از خط d به 
فاصلۀ ثابت h هستند، دو خط راست موازی d (در طرفين 

آن) و به فاصلۀ h از آن است.
 يكی از كاربردهای مكان هندسی ترسيم های هندسی و يافتن نقطه يا نقاطی 

است كه دارای ويژگی معين باشند.
برای حل اين گونه مسائل، دو يا چند مكان هندسی داده شده را ترسيم می كنيم. محل 

برخورد آن ها نقاط مطلوب هستند.
 d داده شده اند. نقاطی روی دايره انتخاب كنيد كه از خط C و دايرۀ d خط 

به فاصلۀ ثابت معلوم h باشند.
 می دانيم مكان هندسی نقاطی از صفحه كه از خط d به فاصلۀ h باشند، دو 
خط به موازات d (در طرفين آن) و به فاصلۀ h از آن است. محل برخورد اين دو خط و 
 ( )R دايرۀ داده شده جوا ب های مسئله هستند. اما تعداد جواب ها به خط d، شعاع دايره

و فاصلۀ ثابت h بستگی دارد.

حالت (۱): مسئله ۴ جواب دارد. 
    h R<  

حالت (۲): مسئله ۳ جواب دارد.
 

حالت (۳): مسئله ۲ جواب دارد.
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